Model 2 test admitere Automatica si Calculatoare

1. Valorile parametrului real a pentru care radicinile ecuatiei 22 + 2ax +1 = 0 verificd
egalitatea =% + r3 = 1 sunt:

WwLs -0 mli-l @ls-? @ -¥E

2 2 2 2
s 2 02 2 2 : 2 - V3
Solutie. z{ + x5 = s* — 2p = (—2a)? — 2 - 1. Obtinem 4a* = 3 deci a = :i:7.

Réspuns corect: (a)

2. Consideram familia de functii de gradul al doilea f,, : R — R, f.(z) = (m? +
1)z? 4+ 2mx + 1. Notdm cu V,,,(2,,, ym) varfurile parabolelor asociate. Atunci:

(a) Valoarea minima a lui z,, este ~3 si se obtine pentru m = 1.

(b) Valoarea minim4 a lui y,, este 0 si se obtine pentru m = 1.

(c) Valoarea maxima a lui x,, este —5 si se obtine pentru m = 0.

(d) Valoarea maxima a lui y,, este 0 si se obtine pentru m = 1.
Solutie. Pentru fiecare m € R avem

b m
Qjm:——:—

2a m2+1

A 1

4a m?+ 1

Se observa imediat ca valoarea minima a lui y,, este 0, atingdndu-se pentru m — +oo iar
valoarea maxima este 1 si se atinge pentru m = 0. Deci, b) si d) sunt false. Pe de alta
parte, folosind inegalitatea mediilor, avem m?+41 > 2m, pentru orice m € R iar egalitatea
se obtine pentru m = 0. De aici rezulta ca

cu egalitate pentru m = 1.
Réspuns corect: (a).

3. Multimea de definitie a functiei f(z) = arcsiny/1 + = + In(1 4 2z) este:
1 1
@ ma @ (50 @ ).



Solutie. Conditiile de existenta sunt: 1+ z > 0, /1 + x € [—1, 1], respectiv 1 + 2z > 0
1
Se obtine imediat = € <—§, O} :

Réspuns corect: (c).

4. Numerele strict pozitive x < y < z sunt astfel incat e, e¥ i e* sunt in progresie

. . L Y—x
geometrica. Atunci, valoarea raportului este:
Z—a
1 1
2 b) —2 — d) ——.
a) ) 05 A -3

Solutie. Numerele €%, e¥ si e sunt in progresie geometrics implicd faptul ci €2 = e® - e,

de unde y = ITH Rezulta ca

Réspuns corect: (c).
5. Multimea tuturor valorilor parametrului m € R pentru care functia

r+m, x<1
2mx — 1, z>1

FR-R )=

este surjectiva pe R este:
<a> (_27 0); (b) (07 2]; (C) (07 +OO); (d) (_007 0)
Solutie. Se utilizeaza graficul functiei f. Acesta se compune din doua semidrepte de
ecuatie y = x +m pentru x < 1 si y = 2max — 1 pentru x > 1. Se impune m > 0,
altfel multimea valorilor lui f nu ar acoperi R. Daca 2m — 1 > 1 + m, f ar avea un
salt in punctul x = 1 si f nu ar lua valorile cuprinse intre m + 1 si 2m — 1. Se impune
2m —1 <1+ m < m < 2. Deci, daca 0 < m < 2, atunci functia f este surjectiva.
Réspuns corect: (b).

6. Fie ecuatia (e** — 2e%)? — 2(e*® — 2¢”) — 3 = 0. Atunci:

(a) Ecuatia are 4 solutii reale, distincte.

(b) Ecuatia are exact o solutie rationald dubla.

(c) Ecuatia are exact doud radacini rationale diferite.

(d) Toate radacinile ecuatiei sunt numere irationale.
Solutie. Dacd notidm e** — 2¢% = t ecuatia devine t?> — 2t — 3 = 0 sau, echivalent,
(t+1)(t — 3) = 0. Astfel, fie e** — 2e” = —1, fie €** — 2¢* = 3. Rezolvand cele 2 ecuatii
se obtine imediat e* € {1,3}. Evident, nu putem avea decat x = 0 sau z = In 3.
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Raspuns corect: (b).

7. Sistemul de ecuatii
27" . 3u*+1 = 24
{ v +2. 37" = 108
are:
(a) o solutie (b) 2 solutii (c) 3 solutii (d) nici o solutie .
Solutie. Sistemul poate fi rescris in formas:
20" . 3v° =8
v’ .37 =97

Facand raportul celor doua ecuatii se obtine
2\ [3\V 2
3 2) 3

de unde, 2 — y? = 3. Inlocuind in prima ecuatie a sistemului, obtinem
) 3 ) 3
2 2
v’ .3V — 1,

si, deci, y = 0 si z = +/3.
Réspuns corect: (b).

8. Se considera polinomul f = X3+ pX?2+2p?X + 3p3, p # 0. Atunci, raportul dintre
patratul sumei cuburilor radacinilor lui f si cubul sumei patratelor radacinilor lui f este

egal cu:
16 27
- — b) —16 — 27 d) ——.
Chs B (© & -
Solutie. Se obtine —57 aplicand relatiile lui Viete si faptul ca daca z; este radacina
pentru f, atunci 23 = —px? — 2p?z; — 3p3.

Raspuns corect: (a).

9. Suma radacinilor polinomului

XX +1)..(X —-1) X(X+1)...(X -2 XX+1) X
po XD Xn o) XX HD. X tn=2), (XXFD X N
n! (n—1)! 2! 1!

este:



n(n—i—l).

(@) 0; (b) —n? (c) —(n+1)% (d) — 5

Solutie. Polinomul poate fi pus in forma

f=a X"+ a1 X" 14+ .. +a X + ap.

Ap—1

In aceasta scriere, suma radacinilor lui f este egala cu — . In mod evident, a, =

Qn,
— Pentru a afla a,_1, observim c& singurii termeni care contin X"~ ! sunt primii doi
n!
. 1
termeni. In cel de-al doilea termen, coeficientul lui X"~ ! este egal cu ————. Notand

(n—1)!
cu g = X(X+1)..(X +n — 1), observiim cid termenul care contine X"~ are drept
1
coeficient opusul sumei rddéacinilor lui g, adicA 1 +2+ ... + (n — 1) = in(n —1). Astfel,
1 n(n —1) n+1

p1 = (n— 1) + ol 2 — 1)1 si, in fine, suma radacinilor lui f este

81:— e
an 2

An_1 n(n+1)
Réspuns corect: (d).

9 1\0
10. Cel mai mare termen din dezvoltarea (§ + g) este:

w0 ©3) O

Solutie. Termenul general este

100—k k 100
+1 100 3 3 3 100 2k; .

Tht1 Ty

Atunci, > 1 pentru k > 33 si

k42
obtine pentru k = 33, deci T34,
Réspuns corect: (d).

< 1 pentru k£ < 33 deci cel mai mare termen se
k41

11. Fie w o radacina a ecuatiei 224+2+1 = 0sin € N. Atunci, valoarea determinantului

wn

1 1
1 w1
1 1 "
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(a) nu depinde de n.

(b) este constanta pentru n multiplu de 3.

(c) este constantd pentru orice n multiplu al lui 4.

(d) este constanta pentru orice n par.
Solutie. Deoarece w?+w+1 = 0 i, evident, w # 1, rezultd cd w?® = 1. Cum determinantul
este egal cu w3 + 2 — 3w™ = 3(1 — w"), raspunsul corect este (b).

12. Fie matricea

A:

z 0
0 m
m m

o8 K

Atunci:
(a) Existd m € R astfel incat A este inversabild, pentru orice z € R.
(b) Pentru orice m € R existd x € R astfel incat A este inversabila.
(c) Pentru orice x € R existd m € R astfel incat rang A = 2.
(d) Pentru orice m € R si pentru orice x € R, rang A = 2.

Solutie. Raspunsul corect este, evident, (c).

13. Fie x1, 19, 23 solutiile ecuatiei 2° +px +¢ = 0, unde p, ¢ € N* si sistemul de ecuatii
liniare

1T + oy + 232 =1
Tl + T3y + T12 =P
T3T + 11y + T22 = q.

Atunci:
(a) Sistemul este incompatibil.
(b) Sistemul este compatibil unic determinat.
(c) Sistemul este compatibil 1—nedeterminat.
(d) Sistemul este compatibil 2—nedeterminat.
Solutie. Determinantul matricei sistemului este

Ty T X3
det A = vy 3 x1| = 3z17073 — (25 + 25 + 23).
T3 T1 X2
Folosind relatiile lui Viete rezultd z; 1073 = —q, 23+ 23+ 23 = —p(21+22+23)— 39 = —3¢.

Astfel, det A = 0. Sistemul este compatibil daca si numai dacd rangul matricei sistemului



este egal cu rangul matricei extinse. Dar,

1 T2 1
d=|x2 x3 p|=qui23+ T2 + prows — (23 + qa3 + pai)
T3 X1 g
= 2122 — 25 + q(2173 — 23) + p(wow3 — 77)
_ 9 9 g o L
= 3 3+Q( $2)+p( o 1)
1
= ——(23+q) — — (=5 +q) — —(23 + q)
X3 T 1
1 q
L pm) - L) 2 ()
X3 1

Deci, rangul matricei extinse este diferit de rangul matricei sistemului
Réspuns corect : (a).

14. Fie f : R — R o functie bijectivd astfel incat f~(1) = 2. Definim o lege de
compozitie * pe R astfel

Va,b €R, axb=f[f(a)+ f'(b) —2].

Elementul neutru al acestei legi este:

(a) 2, (b) 0; (c) 1; (d)nu admite element neutru.
Solutie. Fie e elementul neutru a acestei legi. Se obtine

axe— o)+ o) - 2] —a

exa=f[f"e)+ () -2 =a

Rezultd f~(a) + f7H(e) =2 = fHe) + fH(a) =2 = fHa) = fH(e) =2, [
bijectiva=- e = 1.

Raspuns corect: (c).

15. Fie suma
Sp=Cl+C2+C3+ ... +C .

c S
Valoarea limitei lim —: este:

()1, (b)0; (c)oo; (d)2

Solutie. Cum S,, = 2" — 2, rezulta cd limita cautata este 0. Raspuns corect: (b).



16. Valoarea limitei:
. 1 1 1
este:

@0 ()L (€5 (@ e
Solutie. Avem

n—oo 2 n2
oon—+1 1
= lim = —
n—oo  2M 2

Réspuns corect: (c).
17. Fie sirul dat prin zg = 1,

Tpi1 =sinx,, n € N.

Atunci:
(a) (x,) este nemarginit;

(b) (x,) este crescétor si lim z, = 1;
n—oo

(¢) lim x, = &;
n—oo
(d) lim x, =0.
3 =00 . . .
Solutie. Folosind inegalitatea
sine <z, xe€elR,
rezultd cd x,,1 < x, pentru orice n, deci sirul (z,) este descrescitor. Cum toti termenii
sunt pozitivi, rezultd (x,) este marginit inferior, deci convergent. Fie ¢ limita sa. Trecand

la limita in relatia de recurenta, rezulta
{ =sin/.

Acest lucru este posibil doar daca ¢ = 0, deoarece functia x — sin x este strict crescatoare

pe intervalul [0, 7).
Réspuns corect: (d).
Observatie: Raspunsul poate fi gasit usor prin excluziune.

18. Fie

6sin:r _ 6tgaﬁ
r—0 eSin2zr __ otg2x
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Atunci:
() =0; (b)l=23; (c)l=3%; (d)limita nu exists.
Solutie. Avem

sinz—tgx __
etgz . —6 1 .
g i 1) i sinx—tgx SINxr — tg[L’
= l1m - = l1m - ¢ .
7—0 etg2x (651n2:c—2tgx _ 1) 2—0 w20 esm2w—2tga: —1 sin2r — tg 2y
6 .

etg:t (esm r—tgxr

sin 2z —tg 2x

Aplicand regula lui L’Hopital pentru ultima limita, rezulta

. sinz —tgx ) COST — 5= 1. cosPz—1
lim ————— = lim =5 lim ———
z—0 sin 20 — tg2x  =—02cos2x — —5 2 2—0 cos® 2z — 1
cos? 2z
1. 3cos’x - (—sinz) 1., sinz 1

~ 22-03cos? 2z - (—sin2z)-2  40—0sin2z
Réspuns corect: (b).

19. Fie functia

1'2

el—z :

[AR—-R, flz) =
Valoarea lui n € N* pentru care f(™(1) = 7 este:

(a)n=0; (B)n=1; (¢)n=2; (d)n=3.
Solutie. Folosind formula lui Leibniz de derivare a produsului, rezulta

f(n)<$) _ (IQ . eac—l)(n) _ ZCS . ([EZ)(]C) . (ex—l)(”*k) .
k=0

Cum (e"*"*l)(p ) = ¢! pentru orice p, rezults de mai sus ci
-1
fM(z) =% 4020+ % 2. et
= L. (Jc2—|—2nx+n2—n),
de unde

fM(1) =n*4+n+1.

Egaland expresia cu 7, rezulta n = 2.
Raspuns corect: (b).



20. Fie functia

1
R—R =—\
Atunci o primitiva pe R a functiei f este:

(a)F(a:):{ 2016 —In(2—2), =<1

_ 2—-In(2—2), z<1
In x 4 2016, x>1" (b) F () {ln:c—ire, x>1"

2016 +In(2—2z), <1

(¢) F(x) =2000+1In|z|; (d) F(z) 2016 r=1.

In x 4 2016, x>1

Solutie. Se observa ca X
=, <1
f(x)—{ %,I x> 1.

Cum o primitiva a lui f trebuie sa fie o functie derivabila, deci si continua, rezulta
raspunsul corect (a).

21. Valoarea integralei

2

In?3 .

I = [de

este: 1 1 1 1
(@) 5 -5 () -—5 (L (d)0

Solutie. Se face schimbarea de variabild 21/z = ¢. Atunci dt = %Eda:, de unde

2In3
I = / e tdt=—et
2

Raspuns corect: (a).

2In3

— — 1
2

®

22. Aria domeniului plan cuprins intre parabolele de ecuatii y? = = si 22 = y este

@2 B0 ©1 @ ;.

Solutie. Se observa ca abscisa punctului de intersectie a celor doua parabole este z = 1.
Cum +/x > 22 pe intervalul [0, 1], rezulta

Avia — /01 (VF—a?) da

Réspuns corect: (d).




23. Derivata functiei

Cos T

f:R>R, f(a:'):/ e dt

sin x

este:
(a) f/( ) _ ecos T __ esin2x; ( ) f/( )2_ CcoS T - ecos2w sin o - esm x
(¢) f'(x) =2cosx-sinz - (% 4+ e ), (d) f/(z) = —sinx - eCOS T _cosx - e,

Solutie. Se observa cd, pentru orice x € R, functia t — e * este continui pe intervalul de
integrare, deci admite primitive. Fie H o primitiv a functiei ¢ — e**. Rezultd H'(t) = '’
pentru orice t. Atunci f(z) = H(cosx) — H(sinz). Rezultd

f'(x) = H'(cosx) - (cosz) — H'(sinz) - (sinz)’

2
— _sinz - e’ —cosx - eS0T,

Réspuns corect (d).

n—oo

1
o 2.2 . .
24. Pentru fiecare n € N, notdm I,, = / 22016 . e~ 2. Atunci lim n?°16 . I, are
0

valoarea:

(a) 2016; (D) 55oes (€) 05 (d) oo
Solutie. Avem

1
12016 I, :/ (nx)2016 . 6—(n$)2dx'
0

Facand schimbarea de variabila nz = y, obtinem

/ y2016 . e*dey
2016 7 _ JO ‘

n

n

Cum functia t
F(t) = / y2016 . e*yzdy
0
este derivabila pe R si
F’(t) _ 42016 6—1:27
rezulta aplicaAnd regula lui L’Hopital mai sus ca

. . 2
lim n?6. 7, = lim n?1%.c™ = 0.

n—oo n—oo
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Réaspuns corect: (c).

25. Unghiul dintre vectorii @ = -3¢ +4j si b =8¢ +6j este:
(@0 ()3 (f (d)3.

Solutie. Cum produsul scalar este egal cu 0, rezultd ca vectorii sunt perpendiculari.
Raspuns corect: (b).

26. O latura a unui triunghi este situata pe axa Ox, iar celelalte doua pe dreptele de
ecuatii 2z — 3y + 6 = 0 respectiv 3z + 2y — 6 = 0. Coordonatele ortocentrului sunt:
(@) (33,55 (0 (3.2 (o) (33:13); (@) (5 D)
Solutie. Se observa ca dreptele sunt perpendiculare, deoarece au vectorii directori per-
pendiculari. Rezulta ca ortocentrul triunghiului este punctul de intersectie al dreptelor,
6 30

care are coordonatele ({3, 73)-

Raspuns corect: (c).

27. Notam cu S suma valorilor parametrului real m pentru care varfurile parabolelor
y = 2% — 2max + 1 se afli pe cercul cu centrul in origine si avand raza egald cu 1. Atunci
valoarea lui S este:

(@) 0; (b)) L; () =1; (d) 3.
Solutie. Se observd ci varfurile parabolelor au coordonatele (m,1 —m?). Cercul cu
centrul in origine si avind raza egala cu 1 are ecuatia

x2+y2:1.

Inlocuind cele dous coordonate in ecuatia de mai sus, rezults m € {-1,0,1}.
Réspuns corect: (a).

28. Produsul
(tgl® —ctgl®) - (tg2° —ctg2°) - ... - (tg89° — ctg 89°)
are valoarea:
(a) 05 (b) 59 (c) 55 (d) 1.
Solutie. Se observa ca tg45° = ctg45® = 1, de unde deducem ca valoarea producului

este 0. Rdspuns corect: (a).

29. Fie numerele complexe z de modul 1 ce satisfac relatia:
. m .
sin (z 4+ Z) — cos (§ —l—z(z—?)) = 0.
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Atunci Re* 2 + Im* 2 este un element al multimii:
(a) N; (b) Z\N; (¢) Q\Z; (d) R\Q.

Solutie. Consideram z = a + ib. Relatia din enunt devine

sin 2a = sin 2b.

Cum a? +b* = 1, rezultd a = b. Deducem a* = b*> = 1. Atunci Re* z+Im* z =

Réspuns corect: (c).
30. Solutiilor sistemului de ecuatii

{ COS%COSZ/:%1

sinzsiny = %
sunt: - -

(a)x:ig—i—mﬂ,y:ZFg—i—mr;
(b);x:ig—kmw,y:ig—i-mr

T T km
c)x==x=+2mm,y=F- + —;
(0) G TY=Fgtg

T omn T nw . .
(d)r=—+—1y= T + —,m,n € Z,m ¢i n au aceeasi paritate.

Solutie. Adunam si scadem ecuatiile sistemului si obtinem:
cos(z —y) = 3 N v—y==+3+2km, ke’
cos(x +y) =1 r+y=2hm,h e’
Raspuns corect: (a) .

12
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