Model 7 test admitere AC

1. Valoarea parametrului m € R pentru care graficele functiilor f(z) = 2% +mx + 1
si g(x) = 2% + z + m se intersecteazi pe axa Oz este:

(@) 0; (b) 1; (c) =1; (d) —2.
Solutie. Pentru ca graficele celor doud functii si se intersecteze in punctul A(x4,0),
trebuie ca f(x4) = g(x4) = 0. Rezulta

(m—1)(za—1)=0.

Cum pentru m = 1, f(x) > 0 pentru orice x € R, rezultd z4 = 1, de unde m = —2.
Réspuns corect: (d). O

2. Fie multimea M a acelor a € [1,2) pentru care ecuatia
2% —a® =+/(2a)* — a**

admite doar solutii numere naturale. Atunci M contine:

(a) un element; (b) doud elemente; (c) o infinitate de elemente; (d) niciun element.
Solutie. Conditie de existenta a radicalului: x > 0. Se imparte ecuatia la a” si se face
substitutia (%)x = y. Se obtine ecuatia

y—1l=+vy—-1,

cu solutiile 1 si 2. Atunci x = 0 sau z = T looa Pentru a = 2"+ cun € N* se obtine
—logy a

x = n. Réspuns corect: (c).

3. Fie sirul (a,) dat prin:

2
an, + —, daca n este par
ap =1, an+1={ "3 bat;

q-a,,  dacan este impar.

Atunci valoarea lui ¢ € (0,1) pentru care multimea termenilor girului (a,) contine un
numar finit de elemente este: .
a) nu exista; (b)) =; (¢) =; (d) =.
(a) 05 @5 @3
Solutie. Sirul a, se poate scrie in forma generala

2

a, +r, daca n este par,

a1 =1, ap41 = o .
! o Tl { q-a,, daca n esteimpar,
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unde ¢,r € R. Atunci rezulta inductiv

_ 1—qg"! _ r r
@quq”1+r—ygg—=q”1(l— )+1

si

_— r r
Qop = Qop—1 + 7 =¢ 1— + + 7.
l—gq I—gq

Pentru ca multimea termenilor girului (a,) sd contind un numar finit de elemente trebuie
ca

,
1— =0
l—gq
sau, echivalent,
g=1-—r.

. . 1
In cazul nostru, rezulta q = 3

Raspuns corect: (c). O

4. Solutia ecuatiei

log, = log, b

log,z -log,z 1—log,a+log,b’

unde a,b,c > 1, a # be, este:
b
(a) nu exista; (b) 1; () bﬁ; (d) >
c
Solutie. Se observa ca trebuie sa impunem x > 0, x # 1.

Avem atunci

-

nx l b
= =7 = log,, b.

log, x B
~Ina

s)

—
8

n
In

log, x

f=p

Cum b > 1, avem ca log, b > 0, deci putem imparti ecuatia initiala prin log, b si obtinem
log.x =1 —log.a+ log,b,
b
log,. z = log, =,
a

Réspuns corect: (d). O

5. Consideram inecuatia:
3" +a” <2 +6".



Atunci inecuatia este satisfacuta pentru orice x € R daca si numai daca valoarea para-
metrului a > 0 este:

(a) 3; (b) nu existd; (c) 6; (d) 4.
Solutie. Sa observam ca, pentru a = 4, avem ca
este echivalent cu

(3" —2%)- (2 —=1) > 0,

ceea ce este evident adevarat pentru orice x € R.

Invers, pentru ca inecuatia sa fie adevarata pentru orice x € R, trebuie ca functia

flz) =2"+6"—3"—a"

sa aiba valori pozitive pentru orice x real. Cum f(0) = 0, rezultd cd 0 este minim global
pentru f pe R. Rezulta din Teorema lui Fermat ca

f(0) =0,
de unde

In2+1In6—-Ina—1In3 =0,

4
In— =0,

a
a=4.

Réspuns corect: (d). O

6. Maximul valorilor lui # pentru care termenul din mijloc al dezvoltarii
(I‘ + xlogﬁ ac)4

este 613 este:
(a) 6% (b) 36; (c) 6% (d) 1.
Solutie. Observam ca termenul din mijloc al dezvoltarii este

Ty = C? - z% . 2086,
Rezulta
G- x2(1+log6 z) _ 613,

2logg z (1 + logg x) = 12.



Impunem x > 0 si notam log, x = y. Rezulta y; = 2, y, = —3, de unde z7 = 36, o = 216"
Réspuns corect: (b). O

7. Consideram functia f : R — R, f(z) = 2mz® — 922 + 122 + 3. Multimea valorilor
lui m pentru care functia este bijectiva este:

9 9 9
@ [go)i OF @ (o) @ (Go0).
Solutie. Se observa ca functia este surjectiva pentru orice m # 0.
Expresia derivatei este

f'(z) = 6ma® — 18z + 12 = 6(ma* — 3z + 2).

Pentru ca functia sa fie injectiva, ar trebui ca derivata sa pastreze semn constant pentru
orice m € R, adica
A, =9—-8m <0,

samm>9
_8'

Réspuns corect: (a). O

8. Numarul de elemente ale multimii
A={zeC|mneN: s = (VB+iVYVB+PV2) .- (V3+i"V2)}
este:
(a) infinit; (b) 1; (c) 3; (d) 2.
Solutie. Sa observam ca
(V3 +*V2) (V3 + i 1V2) (V3 + i 2V/2) (V3 + i 3V/2)
= (V34 V2)(V3—iv2)(V3 - V2)(V3+iV2)
— (V3 +VR)(VE-V2) =1

Réspuns corect: (b). O

9. Multimea tuturor valorilor parametrului a € R pentru care polinomul X? —3X +a
are numar maxim de radacini intregi este:

(a) R; (b) {£2}; (c) {2}; (d) {-2}.

Solutie. Din relatiile lui Viete, rezulta

1+ Tg+ T3 = 0
T1To + T1X3 + Tokg = -3
T1T2T3 = —Q.
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De aici, deducem ci z? + 2 + 3 = 6. Polinomul poate avea maxim 3 ridécini intregi,
iar asta se intdmpla atunci cAnd patratele a doua dintre ele sunt 1, iar patratul celei de a
treia e 4. Folosind §i x1 + x2 + x3 = 0, rezultd ca posibile triplete de radacini (—1,—1,2)
si (1,1,—-2). Din ultima relatie a lui Viete, avem a = +2.

Raspuns corect: O

10. Fie matricea A(x 0 433 —|— 1 0 , unde z este un parametru real. Multimea

valorilor lui x pentru care A(z) este egala cu inversa sa este:

(a) nu exista; (b) {0 —5}; (© {0} () {O,i%}.
Solutie. Tmpunem

Az) - A(x) = I,

de unde
A(4a? + 22) = L.

1
Rezults 422 + 22 = 0, de unde = € {O, —5} .

Réspuns corect: (b). O

1 1
0 —1 | . Media geometrica a radacinilor ecuatiei:
-1 1

det (A3 — xlg) =0

11. Fie matricea A =

—_ = =

este:
(@) 0; (b) 1; (c) =45 (d) —2.
Solutie. Observam ca

4 2 4
A=12 0 -2],
4 -2 4

de unde ecuatia det (A® — x13) = 0 are radicinile +2v/2 si 8. Rezulta ci media ciutats
are valoarea —4.
Raspuns corect: (c). O

12. Fie A o matrice de ordinul 3 cu elementele egale cu +1. Atunci valoarea maxima
pentru det A este:



(a) 2; (b)4; (c)6; (d)8.

Solutie. Sa observam ca
@11 a2 Qi3

a1z Ai3

Q22 A23

ail Aaig
a21 A2

Q21 Q22 A23 | = 431 °
a31 dazz G33

+a33-

Determinantii de ordinul 2 pot fi 2, 0. Daca doi dintre ei sunt 2, al treilea este 0. Rezulta
ca valoarea maxima este 4. Se atinge, de exemplu, pentru matricea

1 1 1
1 -1 1
1 1 -1
Raspuns corect: (b). O

13. Fie M = {z|x € R, x > 1} si operatia interna

rry=xy++/(22-1)(y> - 1), Vr,ye M.

Sa se precizeze care din urmatoarele afirmatii este adevarata:
(a) elementul neutru este 1, singurul element care are invers este 1;
(b) elementul neutru este 1, nici un element nu are invers;
(¢) nu exista element neutru;
(d) da, elementul neutru este 1, toate elementele sunt inversabile.
Solutie. Determinam elementul neutru e :

rxe=x, VYreM

= zed+ /(22 -1)(e2—-1)=x, VYzeM
=e=1

Se observa cd 1 are invers: 1% 1 =1 (inversul lui 1 este 1).
Daciz>1=zxy=ay++/(22—1)(12—1)>ay >z >1,Vy e M.
Deci oricare element diferit de 1 nu are invers.
Réspuns corect (a). O

14. Multimea tuturor valorilor parametrului a € Z; pentru care polinomul

f=X+aX+5



este reductibil este:

(2) {1.2,3}: (b)) Z\{0}; () 05 (d) Zr.

Solutie. Se observa ca polinomul
g=J +1
are proprietatea ca X A
gb)y=b-a, Vbe{l,..06}.

Cum orice element din Z;\ {()} este inversabil, rezultd c& pentru orice a € Z7\ {0} , exista
un b =a~t € Z;\ {f)} astfel incat g(b) = 1, adici f(b) = 0, adici f este reductibil.
Pentru a = 0,
f=X%4+5

are proprietatea ca, desi nu are radacini in Zr, este reductibil, deoarece se poate scrie ca
(X®+3) (X®+4).
Réspuns corect: (d). O

15. Fie sirul (ay)nen, dat prin
ay, = / sin"x dr, Vn € N.
0

Atunci limita

lim n-ag, - asp_1
n—oo

are valoarea:
(2) 0; (b) I; (c) oo; (d) m.
Solutie. Se observa imediat ca

ag =T sl ap = 2.

Pentru n > 2, avem

s K
a, = / sin" x do = (—cosx) - sin" ' &
0

+ (n— 1)/ cos? - sin" ? x dx
0 0

::(n/—-l)an/—-(n/—>1)an_2.

Rezults
y, n—1

QAp—2 n



De aici, obtinem

aon Aon—2 Q9 . 2n—1 2n—2 1
Aop—2 A2p—4 Qo N 2n 2n — 2 27
de unde
(2n — !
Qop = ——y T,
(2n)!!
si
Aon—1 QA2p—3 as . 2n—2 2n—4 2
A9n—3 QA2p—5 aq N 2n—1 2n—3 ]_7
de unde @ 2
n—2)!
el = —————— - 2.
@201 = o — 1)
Rezulta ca limita cautata are valoarea .
Réspuns corect: (d). O

16. Fie sirul

an:{<2+\/§>n}, n € N.

(Am notat cu {x} partea fractionard a numarului real z.) Atunci lim a, are valoarea:

1 n—oo
(a) 0; (b) L; (C) 2— \/g’ (d) 2+ \/g
Solutie. Se observa ca " "
(2+\/§> + (2—\/§> € Z.

Atunci . N
{(2+V3) }+(2-v3) ez
si apartine intervalului [(2 — \/g)n, (2 — \/g)n + 1) C (0,2). In concluzie, numsirul este
egal cu 1 gi deci

an:1—<2—\/§)n,

de unde lim a, = 1. Réspuns corect (b).

n—oo

17. Valoarea limitei

1 1 1
6 — llm en+1+n+2+'”+ﬂ

n—oo

este:



(a) 05 (b) 15 (c) o0; (d) 2.

Solutie. Vom folosi girul

1 1
ch=1+=-+..+——Inn
2 n

despre care stim ci este convergent la un numar real ¢ (constanta lui Euler).

Atunci

/= lim 602n_cn+1n2 _ Jn2 _ 9.

n—oo

e

Raspuns corect: (d). O

18. Valoarea limitei:

/= lim xln(x/a:2+2m+5—x)

r—00

este:
(@) 0; (b)) L; (c) 25 (d) oo

Solutie. Se observa ca lim,, (\/ 224+ 2x+5— x) =1.
Atunci

¢ = lim ln<1+\/x2+2£—|— —(£—i—1)>x

Tr—00

— lim (\/M—(x+1)>-x

22+ 20 +5— (x4 1)°

lim
w—oo /a2 + 20+ 5+ (x + 1)

4
= lim < =2

v=00 /22 4+ 22 + 54 (v + 1)

Réspuns corect: (c). O

19. Valoarea limitei ot
/= liml 111(1.—1— 2)
t—0 1 J, Sin x

dx

este:
(a) 0; (b) 1; (c) 25 (d) 3.

Solutie. Se observa ca functia de sub integrala poate fi prelungita prin continuitate in

0:
In(1 + 2x)
{2

sin x
2, x=0.
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Deci, f admite primitive. Fie F' o primitiva a sa. Atunci

p i FCO—F@) _ . F) = F(0) F(t) = F(0)
t—0 t t—0 2t ¢
= 2F'(0) — F'(0) = f(0) =2,

Réspuns corect: (c). O

20. Numairul k al perechilor ordonate (m,n) € R? astfel incat P (z) = 2® — 3mz +n
2

sd aibd o radicind reald dubla si / P (x)dx = 2 este:

0
(@) k=1; (b)k=2; (c)k=0; (d)k=4.
Solutie. Avem:
2
/(x?’—Smx—i—n)dx:2:>4—6m+2n:2:>3m—n:1.
0
Din P'(z) = 32% — 3m = 0 rezultd m > 0 si x = +/m.
Pentru z = /m si P(y/m) = 0 = n = 2my/m. Din cele doud relatii rezultd m = 1,

n=2.
Pentru © = —/m ¢i P(—y/m) = 0 = n = —2my/m. Din cele doud relatii rezultd
1

— 1 -
N 1 -1
Se obtine (m,n) = (1,2) si (m,n) = (Z_l’ _T) =k =2.
Raspuns corect: (b). O

21. Consideram, pentru parametrul m € R\ {1}, familia de functii
fm(z) = (m — 1)2* + 2ma + (m + 1).

Valoarea minim4 a lungimii segmentului [OV,,], unde prin V,,, am notat varful parabolei
asociate functiei f,,, este:

@0 05 (©

Solutie. Rezulta V,, (— m !

(d) 1.

m—1 m—1
m?+1
(m —1)?

> . Atunci valoarea minima a lungimii segmentu-

lui [OV},,] se atinge cand este minima sau, echivalent, cand 5 are valoarea

(m —1)
10



minim&. Consideram functia ¢ : R\ {1} — R, g(m) = ﬁ Tabelul de variatie este:
m J—

m —00 -1 1 00
g'(m) ——— 0 4++++ | ===
g(m) NANG - A7 NN

Cum lim,, .., g(m) = 0, rezulta ca valoarea minima a distantei cdutate se atinge pentru

m = —1 si are valoarea —.

V2
Réspuns corect: (c). O

22. Fie functia f : R — R data prin:

. 6_%, daca z > 0
f(m)_{o, dacd z < 0.

Atunci f?016(0) este egald cu:
(a) 1; (b) =1L (c) 0; (d)2.
Solutie. Se observa ca f1(0) =0 si

f4(0) = lim “" =0,

IHO+ T

1
x

de unde f este derivabild in 0 si f'(0) = 0. Atunci

11
“z.—, dacax >0
fi(z) = e =l aczj T
0, daca z < 0.

Inductiv, presupunem ca f este derivabila de n — 1 ori in 0. Atunci

1 1 y
f(”’l)(x) _ )= P <E> , dacax >0
0, daca z < 0.




Rezultd cd f este derivabild de ordinul n in 0 si (™ (0) = 0.
Réspuns corect: (c).

23. Fie, pentru k € N,
1
I, = /{nm}k dx.
0

Atunci lim I este:

k—o0

(a) 0; (b) 1; (c) o0; (d)
Solutie. Avem

™
5 .

1 n nfli—"_l
=y 1 1
I = Md ”f“:y—/ Py == / — [y d
o= [ty = [ty = 05 [ a
0 0 =y
n—1i+1 n—1 Nk+1 5
1 ok I (y—) " |t 1
n;/(‘y 0" dy n; k+1 i k+1
Raspuns corect (a).
24. Valoarea limitei:
1 1
(= lim — [In(n+1)+2In(n+2)+ ... +nln(2n)] — ilnn
n—oo N,
este:
@0 M) (© 5 (@)
) ) 27 4'

Solutie. Se observa ca limita poate fi scrisa sub forma

1
(= = In(n+1)—Inn+2In(n+2)—2lnn+...+nln(2n) — nlnn|

nn+1) 1
+ [T - §:| lnn.

Ultimul termen al sumei este
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deci limita ciutata este

Réspuns corect: (d). O

25. Consideram punctele A(8,0) si B(0, 6). Coordonatele punctului C' aflat in cadranul
I pe cercul de diametru AB pentru care aria triunghiului ABC' este maxima sunt:
(a) (_171); (b) (77 7)7 (C) (576); (d) (473)
Solutie. Se observa c&, dacd punctul C are coordonatele (z¢,yc), acestea trebuie si
satisfaca:
(zc —4)* + (yo — 3)* = 25.

De asemenea, pentru ca aria triunghiului ABC sa fie maxima, trebuie ca inaltimea core-
spunzatoare ipotenuzei AB sa fie maxima, ceea ce se intdmpla atunci cand triunghiul
ABC este isoscel. Rezulta C(7,7).

Raspuns corect: (b). O

26. Notam cu S suma valorilor parametrului real m pentru care varfurile parabolelor
y = 22 —2mx + 1 se afli pe una din elipsele cu centrul in origine si avind semiaxele egale
cu 1, respectiv v/2. Atunci S este element al multimii:

(@) N; (b)) Z\N; (c) Q\Z; (d)R\Q.
Solutie. Varfurile parabolelor au coordonatele (m,1 — m?) . Ele trebuie s& satisfaci una
din ecuatiile

2% + 1% = 2,
2+ 27 = 2.

Obtinem solutiile m = =1, respectiv m € {0, i\/g} Rezulta S = 0, deci raspuns
corect (a).
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27. In planul 2Oy se considerd punctele A(8,0), B(0,6) si M(x,y). Minimul sumei
M A? + M B? cand M apartine dreptei de ecuatie x = y este:
(a) 49; (b) 60; (c)51; (d) 10.
Solutie. Se observa ca, dacd notdm cu (a, a) coordonatele lui M, avem

MA% + MB? = (a —8)* + a* + a> + (a — 6)° = 4a® — 28a + 100.
Valoarea minimului acestei functii este

(—28)> —4-4-100

ol.
4.4

Réspuns corect: (c). O
28. Numarul valorilor ale lui m pentru care ecuatia
(sinz —m)? + (sinz — m? + 2m — 2)2 =0
are solutii este:
(@) 2; (b)1; (¢)0; (d) infinit.
Solutie. Se observa ca expresia de mai sus e o suma de patrate, care poate fi 0 doar daca

sinz =m =m?—2m + 2.

Din ultima relatie obtinem m € {1,2}, dintre care convine doar m = 1.
Réspuns corect: (b). O

E: < _1+Z )2016
1+14v3
este:

(a) 1+4v3; (b) 271008, (c) 1; (d) 2108,
Solutie. Se observa ca
1 V3

29. Valoarea expresiei

. m .. T
§+27:cos§+zsm§
si
1 1 3m . 3w
—E+ZE—COSZ+lSlnz.
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Aplicand formula lui Moivre, rezulta

1494 2016
32016r | ;i 3:2016m
_ 5—1008 _ V2 _ 5—1008 _ (cos 2G0T + i sin 2010 _ 51008
E=2 =2 006r | o 20062\ — 2 :
1443 (COST”—HsmT”)
2
Raspuns corect: (b). O

30. Se considera unghiurile ascutite a, (3, 7 a caror suma este 7/2. Stiind ca numerele
ctg a, ctg [, ctgy sunt in progresie aritmetica, sa se precizeze valoarea produsului ctg « -
ctg .

(a) sin B +cosfB; (b) tgB; () ctgB; (d) 3.

Solutie. Se observa ca
ctga - ctgy —1
ctga+ctgy

ctg(a+7v) =

Pe de alta parte,
T
ctg (a + ) = ctg (5 - ﬁ) =tgf

ctga + ctgy = 2ctg 5.

Rezulta
2ctg

ctga-ctgy — 1’

ctg S =

de unde deducem ca ctga - ctgy = 3.
Réspuns corect: (d). O
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